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Abstract. We characterize 
integral numbers. 
the automata which recognize periodic sets of written in k basis 
Cet article a et& inspire par les resultats de [l]. Nous reprenons, pour tout ce qui 
concerne les automates et les ensembles k-reconnaissables, les definitions; de [3, en 
particulier chapitre V]. 
Le lien de ce qui suit avec [l] est donne par le theoreme suivant: 
ThCdme 1. Soit p un nombre premier, et soit Fp le corps ci p &fments. Un ensemble A 
d’entiers (20) est p-reconnaissable si et seulement si la shie f (x) = CnEA xn de FJ[x]] 
est algtfbrique sur F,(x) (c ‘est h dire : ii existe un polyn6me Pde F,[x, y ] non nul tel que 
P(x, f(x)) = 0). 
On pourra extraire une demonstration de ce resultat de [2] ou un theorkme 
analogue est etabli dans le cas d’un corps p-adique. Comme cette dgmonstration se 
simplifie notablement dans le cas qui nous interesse, nous en donnons un r&urn& 
Nous utiliserons, pour ce theb$me, “‘l’interpretation inverse”. C’est & dire que 
l’automate “lit” le nombre n = no + nip + l l l + nhph (0 s ni < p) dans l’ordre 
no, . . . , nh. 
Posons, pour 0 s n C p h : 
fn.h(X)= c Xm 
mp”+nEA 
et definissons l’operateur Ui (0 G i C p) sur les fn,h par: 
tAfn,h =fn+iph,h+l 
I1 est facile de verifier que A est p-reconnaissable siet seulement si l’ensemble des fn,h 
(differents) est fini. Dans ce cas A est reconnu par I’automate % defini par les donnees 
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suivantes: les 6tats sont lesfn,h, Mat initial est f = fo.0, les transitions ont les Ui et les 
Gtats finaux sont les fn,h tels que fn,h (0) = 1. 
SQit N le nombre d’hats de ‘8, posons: 
g =Po(x)f(x)+Pl(x)f(xp)+’ l l +P*N(X)f(XP2N) 
air les Pi sont des polynames de Fp[x] de degr6 stricte,ment infhieur 31 p*? Nous 
d&&sons les gi de manihe unique par la relation: 
g2lV-) 
g(x) = % Xigi(Xp2N). 
j-0 
Un calcul simple montre que les gj sont des combinaisons linkaires, h coefficients 
dans I$, des J,,h et des xfn.h. II en rhulte que les gi ne peuvent prendre que p2N 
valeurs difkentes, done que g ne peut prendre que (P*~)~*~ valeurs difkentes. 
Comme il y a (pp2N)2N+’ manikres diffhentes d’kcrire g, deux g diffhents prennent la 
m$me valeur. Par soustraction on obtient un g, non identiquement nul, qui prend la 
valeur 0. Comme f<x”) = f’(x), on a trouvk des polynbmes Pi, non tous nuls, tels que: 
&f +P,f’+* ‘ '+p2Nfp2N = 0, 
f est done algebrique. 
Wciproquement, si f est algkbrique, on sait [4] que f est la diagonale d’une 
fraction rationnelle. C’est ti c’ire qu’il existe deux polyn6mes P et Q dans F,[x, y ] tels 
que: 
m, Y) = P 
Qb, y 1 
c %sW 
r.s 
et f(x)=A-ii_=&zm,,,,xm 
m 
Les termes de f intervenant dansfn,h &ant ceux qui sont de degrk congru h n modulo 
#, en kcrivant : 
P(s y) ml y)Q’h-l(X, y) 
Qk y) = Q(xPh, xph) 
nous obtenons: 
f 
R 
n,h =A?!! Q 
oti &h(xPh9 yph) est le polyn8me obtenu en ne conservant dans P(x, y)Qph-‘(x, y) 
que les termes dont les degrks en x et en y sont congrus 6 n module ph. Les &,h, &ant 
de degrk infkrieur au maximum des de& de P et de Q, sont en nombre fini. 11 en est 
done de m:me des fn& La remarque faite au debut de la demonstration montre que 
A est p-reconnaissable. 
D&nition [I 1. Un ensemble A d’entiers est dit presque pkriodique si et seulement si 
pour tout n il existe N tel que pour tout m il existe A4 < N tel que, pour tout 
s~[O,n],(m+M+s)~Asietseulementsis~A. 
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k sera un nombre entier non necessairemenr p emier (k a 2) 
ThCor&me 2. Un ensemble d‘entiers A, k-reconnaissable, st presque pe’riodique si et 
seulement siil existe r tel que l’automate a,(minimal complet) qui reconnait A darts la 
base k r (pour 1 ‘interpritation standard) ait son &at initial r&current. . 
Preuve. Notons Cr l’alphabet (0, 1, . . . , k’ - 1) et e l’etat initial de ‘3,. Pour u E CF, 
u=urm.* un (avec ui E Cr, c’est B dire u EC:), nous posons n = l(u) et 
V(U)= i‘:, Uikrtnwi'. 
i -_ 
Supposons e recurrent. Pour tout u E 1: il existe alors u’ E CT tel que euu’ = e. 
Lorsque u parcourt IF, eu parcourt l’ensemble lini des etats de 3,. 11 suffit done de 
considerer un nombre fini de u’. Soit ar le maximum des l(u’) correspondants. 
Comme 3, est minimal complet e0 = e. Quitte a rajouter des 0 a droite, on peut done 
choisir les u’ de telle sorte que pour tout u on trouve I(u’) = (Y. 
Etant donne n nous choisissons p de telle sorte que n < k? Pour tout: m il existe L 
tel que 
m sLk++@) <(L + l)krta+@) < nz + 2k’(“+P). 
Soit u tel que v(u) = L, nous avons vu qu’il existe u’ tel que l(u’) = by et tel que 
euu’ = e. Pour tout w on a done euu’w = ew. Pour l(w) = p il vient: 
v(w) E A CI, v(w) + v(u’)k@ + Lk++@) E A. 
Comme v(cf) = [0, k@ - l] =$O, n] la condition suffisante est demontree avec: 
N = 2k’(a+@), M =&a+@) + v(ul)k’p -HZ (comme v(u))< k” on a bien M < N). 
Pour demontrer que la condition est necessaire, nous utilisons Theoreme 6 de [ 11: 
Si A est presque periodique, pourtout Q, il existe p tel que, pour tout n,z il existe 
M < kP tel que pour tout s < k” on ait: 
mk P+P+Mka+sEAesEA. 
Nous traduisons cette condition dans l’automate ‘?l de A. En notant T Kensemble 
des etats finaux de % et avec m = kY%(u), M = V(U) et s = V(W), il vient: pour tout a! 
il existe p tel que, pour tout y 2 fi et tout u E Z*(Z = (0, 1, . . . , k - I)), il existe 
v EC* tel que l(v) = y et, pour tout w E c”, euvw E T e ew e T. 
Soit q un &at de ‘8, nous posons: 
E(q)={a!;VwEZ”,qwETeewET}. 
Si A est presque periodique, nous obtenons la propriete: 
(P): Pour tout a! et tout u E Z*, il existe p tel que, pour tout ; 3 p, il existe v tel que 
l(v) = y et (Y E E(euv). 
Le nombre des etats de 2l &ant fini, il existe v EC’ tel que E(euv) soit infini. 
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Notons 0, le mot forme de r fois la lettre 0, et choisissons r de telle sorte que, pour 
tout &at q de ‘%, on ait ~0~0, = q0, (ceci est possible car il n’y a qu’un nombre fini 
&&tats). Si a E E(q), (I[ 2 r, pour tout w E C”-‘on a qO,w E T * eO,w = ew c T, c’est 
& dire ar - I E E(q0,). En particulier, si E(q) est infini E(q0,) = E(qO,O,) est aussi 
infini et contient alors une progression arithmetique de raison r. Autrement dit, il 
exk,,te d tel que, pour tout &at 4 de %, si a! E E(qO,) et cy > d alors a! + Ar E E(qO,) 
pQur tout A Mb. 
Si A est presque pkriodique, la propribte (P) montre que, pour tout u et tout 
o > d + 1, il existe (au moins) un y et un v E 2”’ tel que IXX e E(euv) done tel que 
rba - I) E E(euv0,). En conclusion, pour tout u E Z*, il existe v E 2” tel que, pour 
tout A 30, (ar + h)r E E(euv0,). 
L’automate ‘?I,, qui reconnait A dans la base k’, a done la propried suivante: pour 
tout &tat q il existe v E 2: tel que, pour tout w E ZpXT, on ait @?w E T e ew E T. En 
particulier, pour tnyt w E XT, on a qvO,w E T e eO,w = ew E T. Autrement dit, 91, 
&tang suppose minimal, 4~0, est l’etat initial de 81,, ce qui acheve la d6monstration. 
E%4%@CS. (1) L’etat initial peut Ctre recurrent dans ?l, mais pas dans ?I comme Ie 
montre l’exemple suivant: 
k =2, A = ~(X*1(00)*) = {n = m#‘, m impair] 
(2) La fonction ‘somme des chiffres’ en base 2 (ou suite de Morse Hedlund) est 
reconnue par l’automate: 
ce qui montre immddiatement que cctte suite est presque periodique. 
Qlgestiom de densit& 
La densit de A est definie, si elle existe, par: 
Alors qu’en g&&al si A est k-reconnaissable, d(A) n’existe qu’en moyenne de 
C&WO, si A est k-reconnaissable presque periodique, d(A) existe (on verifie ce 
r&ultat tr& facilement en remarquant que, puisque I’etat initial de ‘8, est recurrent, 
la chaine de Markov associ6e h ?I, est ergodique). 
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I1 serait intkressant de caractkiser parmi les ensembles k-reconnaissables ceux qui 
sont presque pkiodiques B l’aide d’une condition de densit& L’existence d’une 
densitk ne suffit pas comme le montre l’exemple A = (2n}\{2”}: A ktant 2-recon- 
naissable mais pas presque phiodique a cependant une densite 6gale B l/2. 
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